MATROIDES — COMPLEMENT SUR LA PREUVE DU THEOREME D’INTERSECTION
JEAN-SEBASTIEN SERENI

RESUME.

Ce document contient les solutions aux exercices constituant la fin de la démonstration du théoréme d’intersection.
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1. FIN DE LA DEMONSTRATION DU THEOREME D’INTERSECTION

Exercice 3.

(1) Si X; = 0 pour un indice ¢ € {1,2}, alors I est une base de .#;, et donc I est de taille maximum dans Z; N Z3_;.
La partition définie par E; = F et E3_; = () satisfait (2.1).
(2) D’abord X5 C FE; par définition donc X N Ey = (). L’hypothése de non-existence d’un chemin augmentant de X
vers Xo implique que X; N By = ().
(3) Soit X un ensemble indépendant de .#; contenu dans E; de taille maximale. Alors | X| = r 4, (F1) > |I N E4].
Par (I3), il existe x € By \ I tel que (I N Ey) +x € I5.
(4) Comme x € Ey et By N X, =0, il suit que z ¢ X, c’est-a-dire [ + = ¢ T;.
(5) D’apres (4) et le lemme du circuit unique, il existe un et un seul circuit C' de .#; contenu dans I + z. Comme
(INEy)+x €T, il existe un élément y € (C — )\ (INEy) C T\ E;. De plus, (I —y) + = ne contient pas de circuit
de 1, donc (I —y) + x € I.
(6) Par (5), y — x est un arc de Dy. Or, x € E; donc y € Fy, ce qui est une contradiction. Ainsi, 7z, (E1) < |I N Ey|.
(7) La preuve est la méme : (3) est similaire; (4) également car Fy N Xo = () et ainsi (5) et (6) suivent. Donc
T, (E2) < |INEy.
(8) On a

Il =|INE1|+|INEs|

<r.u(E1)+r4,(E2) par (6)et (7).

Comme I € 73 N7y, la partie démontrée en cours entraine que

I'glz?%(zz 1 < FILI}lFiZH:E ra (F1) 4 1.4, (F1).

Comme E; U Ey = E, linégalité prouvée en (8) implique que I est de taille maximum (et que la somme des rangs de

E; et E5 est minimum parmi toutes les sommes de rangs de deux ensembles dont la réunion est E).
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L’exercice suivant traite le cas ou il existe un chemin augmentant P de X; vers Xo. Soit I’ := I A V(P). Le but,
cette fois-ci, est de prouver que I' € 7y N Zy et |I']| > |1].

Exercice 4.

(1) D’abord, I\ J = {b1,...,b¢} et J\I={ay,...,ar}. En outre, par définition de P, le graphe G contient l’aréte
(a;, b;) pour tout i € {1,...,£}, ce qui donne un couplage parfait M entre I\ J et J \ I.

Il reste a prouver 'unicité de M. D’apres le lemme 1, nous pouvons supposer sans perte de généralité que si
(a;,b;) est une aréte de G avec (i,5) € {1,...,£}?, alors i > j. Ceci implique que M est unique. En effet, soit M’ un
couplage parfait entre I\ J et J\ I dans G. Si M’ # M, alors soit k le plus petit entier tel que (ax,by) ¢ M'. Le
couplage M’ contient donc une aréte (ax,b;) avec k < j, ce qui contredit I’énumération choisie.

(2) L’application de la proposition 2 & G et .#; donne directement la conclusion.

(3) Si a; € X1, alors a; — bj11 — @j12 — ... — ag est un chemin augmentant de X; vers Xo dans D;. Comme P est
un plus court chemin augmentant de X; vers X5, nécessairement ¢ = 0.

(4) Pour tout i € {1,..., ¢}, onar 4 (I +a;) =74 () car a; € X7 par (3). D’apres le lemme 15 du cours, il vient
que Tz, (I U{ay,...,a0}) = 14 (), Cest-d-dire r g, (I U J) = r 4, (I). Comme 7 4 (I) = |I| = |J| = 7.0, (J), la
conclusion suit.

(5) Comme ag € X7, par définition, I + ag € Z;. Comme J € 7y et |J| = |I| < | + ag|, axiome d’augmentation
implique l'existence d’un élément x € (I +ag)\ J tel que J+xz € Zy. Or (I +ag) \ J = {aog,a1,...,ae} et par (4) nous
savons que si i € {1,...,£}, alors r 4, (J) < r g (J +a;) <74, (J + 1) =r 4 (J). En particulier, nous en déduisons
que J+a; ¢ Ty sii € {1,...,¢} et donc, nécessairement, z = ag, i.e. J +ag € Z;.

(6) Les roles joués dans cet exercice par X; et Xo sont symétriques. Le méme raisonnement s’applique au graphe
obtenu en inversant 'orientation des arétes de D;. Donc I’ € Zs.

(7) Ainsi, I’ est un ensemble indépendant & la fois dans .#; et dans .#5, de taille strictement plus grande que celle

que I. En conséquence, partant d’un élément I de Z; N Zy, nous avons prouvé que
— ¢'il n’existe pas de chemin augmentant, alors I est de taille maximum dans Z; N Zs et nous avons exhibé une
partition (Fy, Es) de E satisfaisant (2.1);
— ¢’il existe un chemin augmentant, alors I n’est pas de taille maximum et nous avons exhibé un élément de

Ty NIy de taille strictement supérieure a celle de I.

Nous avons donc bien terminé la démonstration du théoreme d’intersection et la preuve suggere un algorithme pour
trouver un élément de 77 N Zy de taille maximum.

Exercice 5.
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Entrées : Un ensemble fini E et deux matroides (E,Z;) et (E,Zy) sur E
début
I+ 10
répéter
Construire le graphe orienté Dy
X1<—{€€E\I : I+€€Il}
X2<—{€€E\I : I+€€IQ}
Soit P un plus court chemin dans Dy de X1 vers Xs
/* V(P)=0 s’il n’existe pas de chemin de X; vers Xy */
si V(P) # 0 alors I «+— I AV (P)
jusqua V(P) =10
retourner J

fin



